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LMG VII, S. 372; LSB 111, 5, S. 152
Zur Exponential- und Differentialgleichung der logarithmischen Kurve
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Was die begehrte Gleichung der logarithmischen Kurve betrifft, dazu diene folgendermalien
dies:

Gesetzt AB sei = BC, und =1, also dass a der Parameter der logarithmischen [Kurve] ist, und
BG sei x, FG sei y, und DA sei b, so ist y = b*, welche eine exponentiale transzendente
Gleichung' ist; es sind aber die exponentialen Gleichungen von allen transzendenten die
perfektesten, wenn man sie erlangen kann.

Es haben aber BC und AD oder 1 und b immer eine bestandige Proportion zusammen, so in
allen logarithmischen Kurven bleibet, und die Verbindung[sgerade] AC beriihrt die Kurve in
C.

Um aber die transzendenten [Kurven] auch durch Differentialgleichungen auszudriicken, kann
man es so tun:

Die Natur der logarithmischen [Kurve] bringt mit sich, dass, — wenn ein beliebiger Punkt F
genommen und von dort die Tangente TF ausgezogen ist und sie die Asymptote BA in T trifft
—, die Gerade GT konstant bzw. immer gleich demselben ist, ndmlich dem Parameter AB oder
BC oder 1 selbst. Deshalb, wenn wir nun BC oder 1 a nennen, wird TG bzw. a zu GF bzw.
y werden wie dx zu dy, bzw. es wird die Gleichung ady = vy dx entstehen, bzw. es wird,
gesetzt a = 1, [Gl.] dy = y dx entstehen, die diejenige Differentialgleichung ist, die die Natur
der logarithmischen Kurve ausdriickt; sie ist von groBter Einfachheit, wie denn gewiss von
allen transzendenten die logarithmische [Kurve] die einfachste ist.

! aequatio transcendens exponentialis
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LMG VII, S. 372; LSB III, 5, S. 153
Die Grundannahme der Kettenkurve
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Die Grundannahme, um die Natur der Kettenkurve auf eine Gleichung zu bringen, ist diejenige,
die Huygens, P. Pardies und andere® vorlangst beziiglich der Eigenschaft der Kurventangenten
angemerkt haben, dass ndmlich die Tangenten Cr (Fig. 104) und 1Cx einander treffen im Punkt
7, der senkrecht steht unter N, dem Schwerezentrum des Bogens C1C.

Wenn daher AE die Tangente des Scheitels A ist, und die Tangente des Punktes C die Tangente
des Punktes A bei E antrifft, so muss E senkrecht stehen unter dem Schwerezentrum P des
Bogens AC, d. h. AE ist der Abstand des Schwerezentrums des Bogens AC von der Achse AB,
oder AE mal AC ist das Momentum des Bogens bzw. der Kette AC von der Achse her.

Aufgrund dieser Uberlegung kann man nun zu der Differentialgleichung kommen, durch deren
Verfolgung man endlich alle die von mit gesetzten Theoreme herausbringen kann.

1
Hugenius: wohl zuerst in seinem Jugendwerk "De catena pendente” von 1646 (Huygens, Oeuvres 11, S. 37 f.).
Pardies: vgl. I. G. Pardies, La statique, 1673, cap. LXXIII f.
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Zur "logarithmischen Kurve™ in Leibniz’ Quadratura Arithmetica
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Y1 t---- wird offensichtlich auf

R* x (R\{0}) eine Aquivalenzrelation " ~," definiert.

Die Aquivalenzklassen sind gerade die Punktmengen

{(x, y)‘yzloga(g), a>0, a;tl}c[R+>< (R\{0}

x:bay, a>0; =

Lab:{(x’y) {(b,y)}cR"x (R\{0}), a=1,

(%)% =a, a>0}={(X, y)

Wegen (ab, 1) € Ly, erhédlt man fir a =1 eine Beschreibung der von G. W. Leibniz als
Logarithmische Kurven bezeichneten Punktmengen durch

Lao = [(ab, DI

Bemerkung: Es ist noch !? der Punkt (b, 0) zu ergénzen.
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Zur Logarithmischen Kurve
(Exponential- bzw. Logarithmusfunktion)
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Satz 44

Ya

| a _ab .

. Hyperbel h(x) = box mita,b>0

1 +

: Hi(x) | Ha(x) Logarithmi-

: sche Kurve = I(x) =a Iog\,b+x
—bi X X > X

: 0

: 1(x) —H, (x) ==[h(x)dx fir xe]-b, 0]

: 1(x) = .

H,(x)= jh(x)dx fur x [0, oof

Nach Satz 129 des Buches tber die Hyperbel von Gregoire de Saint-Vincent (1584-1667) gilt

Flache 1(x) = p logy le;X , d. h. Proportionalitat der Hyperbelflachen und Logarithmen.
: _ 1 x x2 X . :
Mith(x) = a-—— = a|l-—+——-—=*---| folgt noch Satz 25, 29 (summandenweise Integration)
1+§ Satz 26 b b b
b
und der Wahl a=p firp™: alogy b+x _ I(x) = Jx'h(x)dx=a X_x_2+x_3_x_“i___ , also:
b ) 2b 3?4
2 3 4
Satz 44 Iogvmzx—x—+x—2—x—3i--- =b|n(1+5} X <1 belnv=1.
b 2b 3b° 4b b) |b

“ Fiir einen gegebenen Logarithmus zur Basis u l4sst sich eine Basis v finden, sodass gilt: p log, x = alog, x fir

log, x

a
gegebene a, p. Setze v=u®,d.h. 2. logy v = .
p log, x
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Satz 45

Y 4
h(x)

i H(x) = j‘h(x)dx

v

\

' a
' HE) | Hixo)
b, x| Xg > X
: —H(Xo) = 1(xo)
' _ _ b+ x
. ~H(x) =109 = plog, —
i) Iir[1b H(x) =0
Satz 45 1 1 1 .
i) 1+=+=+=+---=00
2 3 4
Beweis: )] Aufgrund der Proportionalitat der Hyperbelflachen und Logarithmen

erhalt man fir-b<x<xy<0

_ _ b+ x H(x) log, 2:*
—H(x) = I(x) = pl =
(x) =1(x) = plogy — == 00) " Tog. 7

u b

= H(-b) = p|log, 0| =0 .

Noch zu zeigen:

Die senkrechte Gerade durch x = —b ist eine Asymptote fur y = I(x) = plogy ? ,d.h.

A Bo=l)AM >y |= \/ [I(0)]>M).

—b<xy<0 M=>0 N
Yp<0
Wahle dazu ein yy <0 mit|yy|>M firein M >|yo|. Dann gibt es ein xy mit
YN
b+XN _ b+X0 Vo B i
b _[ b j o Y =100 A Yo =10%)
Aufgrund der Voraussetzung ist y—“zﬁﬂ und 0<%<1 und damit auch 0< b+bXN <b+TX0,
Yo Yo

d. h. =b <xn <Xxo sowie |I(xn)| =|yn|>M.

i) Folgt aus i) H(-b) = c und aus dem zu Satz 42 Gesagten, dass namlich die
Reihe 1+%+%+~-- den Flacheninhalt H(-b) ausdruckt.

-5-



Satz 46 (anwendung von Satz 6)

Logarithmische Kurve (Exponentialfunktion)

Voraussetzung 74 Hyperbel
y=f(x) , f(0)=b h(x):a—xb mita, b >0
Vb 4 = — —
y
ax = af (y) = [h(y)ay baw. hi(y) =22
b
b
o Yol
Yi+1—Yi Ay, { ) 9,
i
lmlii—
| I I
1 1 1
X, X, X X, ab ap a_b X
Ax, = X=X Yia Yi
X 0
Satz 46 If(x)dx = b(y,-y,) = b(f(x,)—f(x)) If(x)dx = b?
Beweis:

Bemerkung:

Also:

Yia
aAX = j h™(y)dy nach Voraussetzung
)

ab

aAx = Ayi néherungsweise fir Ay; — 0
i+1

aAx = a—bAyi néherungsweise fur Ay; — 0

b Ayi =i A Xj

b(y:-y1) = YbAy, = Y yAx —w5=> [f(X)dx = Fa,
i=1 i=1 X

da fur f ™ angenommen wird

Vie1=Yi = Ay > 0 = i) - FHY) = Xi+1-%

.Tf(x)dx - b(f(0)-f(x)) <5 bf(0) = b2

X

y
3= [ )y = 60, = Ty = Ry = %
b i
ab " ab oo BN
?(yz_yl):ngyi :Z‘,yiAxiv>:_"f(x)dx:F8
i=1 i=1 u
R_S
F

= AXxj > 0.



Die von allen am meisten bewundernswerte Eigenschaft: die konstante Subtangente

(der logarithmischen Kurve).
Z. 2746, Satz 46, Scholium

o+y

y= f(x)=b(e§ —1) < x = log, b
b>0, b-lnv=1

41X
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B s i W

Tangente in T,

|

Beh.: b=|xs—x| =S

Asymptote

ubtangente bzgl. T,

X

y-f(x) _ df(x)

Bew.: Gleichung der Tangente in T; —eb,
X=X dx |X=X1
Schnittpunkt S; der Tangente mit Asymptote y =-b
—b - b[eb —1j )
N J_eb—_ = 1 =b=|x =X/ -
Xs =% Xs =X | ° |
Insbesondere gilt fur x, =-nb
A X
f(x) = b(eb —1}
b>0
-2b -b
_________________ :________i__________________Asymptote
' b
Tangente Tangente

in (=b, f(=b)) in (0, 0)



Satz 47

y
Fiir log, b:; y Jb b dy, siehe Satz 44, gilt
+y

b

o b+y o X2 3 4
I(y):=x=log,— = n(x)._y_p[x+ﬁ+w+m+...
2 3 4
Beweis: Es wird zunéchst gezeigt, dass n(x) = X+2le T 4):b3+--- eine logarithmische

b+n(x)
b

Kurve darstellt, d. h. beschrieben wird durch m(x)=b(v* -1) & x=log,
er.log,

fur eine Basis v.

X, >0 Xp>0 X2 X3 X4 X 2 X 3 X 4
Iﬁ(x)dx= _f (x+ +— +-.-de=i+i+ z_+... Vor., Satz 25, 29

Lo Sol 2 3Ib? TS 21 3b  41b°
x2>0 3 4
XZ X2
= = I n(x)dx_ 21 3'b2 + 215 +
Xz>0 X, 2 X23 4 Y
= = | A)AX+ X, = X, + =2+ + -=M(X or.
XIIO ) 21b  3Ib? 4'b3 M%)

= XT n(x)dx +bx, =bn(x,)
= XT (M(x)+b)dx =bn(x,)
Mit g(x)=n(x)+b folgt wegen n(0)=0: XT g(x)dx=b(g(x,)—g(0)).

Die letzte Gleichung gilt fur alle x, €[0, o[ und stellt nach Satz 46 eine notwendige Eigenschaft

einer logarithmischen Kurve dar. Fir x; € J-o, 0], d. h. x; <0 X, =0 wird ein entsprechender
Beweis durchgefiihrt und Leibniz behauptet nun, dass g(x) bzw. n(x) eine logarithmische Kurve

ist. Die moglicherweise problematische Begriindung dafur liefert er in einer gestrichenen Variante:

"Dass dies [d. h. ff(x)dx =b(f(x,)-f(x))] aber fiir einen beliebigen auf der Kurve gewahlten Punkt
K unterhalb von A [hier: K = x, oberhalb von A = 0] zutrifft, ist eine Eigenschaft der
logarithmischen Kurve, wie es bei ihrer im vorangehenden Satz [46] dargestellten Quadratur
gezeigt wurde.” Dann sagt er weiter (2815 f. gestrichen): "Und sie kann in der Tat niemals auf eine
andere Kurve zutreffen, wie es klar sein wird fr den, der diesen Beweis [Satz 46] untersucht, weil
alle in ihm verwendeten Aussagen umkehrbar sind; und es kann von dort sofort ein Beweis durch
Umkehrung zurechtgelegt werden."

In der spéteren "Zusammenfassung der Arithmetischen Quadratur" (1678/80, LMG V, 99-113)
benutzt Leibniz zum Beweis von Satz 47 die Methode des Koeffizientenvergleichs bzgl. einer

angenommenen Potenzreihe y=f(x) =a, +a,x+a,x*+--- unter Verwendung der in Satz 46
bewiesenen funktionalen Identitat [ ydx =by —bx, d. h. [ (x)dx=bf (x)~bx.
0 0

Bemerkung: Die Zeichen |, d werden in der " Arithmetischen Quadratur" (1676) nirgends
verwendet.
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